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摘　要：在近年来国内外地球电磁学者的研究基础上，从大地电磁测深法的正演和反演理论出发，对目前

常用的三维正演和反演理论进行简要阐述，总结了当前大地电磁测深法三维正演和反演的研究成果，分析

了目前主流方法的优缺点及其应用局限性，最后对发展趋势进行了讨论。由于地球物理反演存在多解性，

提高反演精度将成为今后的一大热点问题，利用其他地球物理勘探方法与大地电磁测深法相结合进行多参

数三维反演，可提高三维反演的可靠性。
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０　引言

　　大地电磁测深法（Ｍａｇｎｅｔｏｔｅｌｌｕｒｉｃ，ＭＴ）于 ２０

世纪 ５０年代由 Ａ．Ｎ．Ｔｉｋｈｏｎｏｖ［１］和 Ｌ．Ｃａｇｎｉｒｄ［２］提

出。由于该方法具有探测深度大、不受高阻层屏

蔽的影响、设备轻便等优点，已被广泛应用到矿

产资源的勘查、能源的勘探和地下深部构造探测

等领域
［３－４］
。

地表以下特别是深部地质构造信息的获取

主要依赖于对地球物理观测资料的解释，大地电

磁正反演技术是大地电磁测深资料解释的重要

手段。它是利用观测到的大地电磁场来定量推

断出地下探测对象的空间几何形态和物性参数，

是大地电磁观测数据到解释结果的桥梁。大地

电磁正反演方法技术的发展对地球物理勘探水

平的提升具有重要影响，一直以来备受国内外学

者关注，国内电磁勘探领域学者在 ２０１５年以前

的不同时期对大地电磁测深正反演方法技术的

进展进行了较为系统的阐述
［５－６］
。近年来，随着

计算设备运算能力的提高及数值计算理论方法

的进步，基于不同方法的大地电磁三维正反演理

论及其计算技术取得了巨大进展。基于近些年

大地电磁三维正反演方法技术的研究成果，本文

从电磁场的基本方程即麦克斯韦方程组和经典

线性反演的目标函数出发，对近年来主流的 ＭＴ

三维正演和反演方法进行阐述，并比较不同的正

演和反演方法的优缺点，最后基于目前的研究现

状，展望了大地电磁三维正反演的主要发展趋

势。

１　大地电磁三维正演方法及其对比

　　根据电磁场理论，电磁波的传播规律由麦克

斯韦方程组的微分形式描述如下：

!

×Ｅ＝－（Ｂ）／ｔ （１）

!

×Ｈ＝ｊ＋（Ｄ）／ｔ （２）

!

·Ｂ＝０ （３）

!

·Ｄ＝ｑ （４）

式中，Ｅ为电场强度；Ｂ为磁感应强度；Ｈ为磁



场强度；Ｄ为电位移；ｑ为电荷密度；ｊ为电流密
度。

式（１）的含义：电场是由随时间变化的磁场
产生的，称为法拉第电磁感应定律，感应电场的

方向与磁场垂直；式（２）说明电流密度和随时间
变化的电场二者共同产生了磁场，称为安培－麦
克斯韦定理；式（３）和（４）以磁感应强度和位移
电流的散度形式出现，式（３）称为磁场高斯定
律，说明磁场是无源场；式（４）称为电场高斯定
律，说明电场可以是电荷密度引起的有散场。

在 ＭＴ研究中，根据式（１）至（４）取其时谐场
为 ｅ－ｉωｔ（忽略 ｊ的作用）的微分形式表示如下：
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式中，Ｅ为电场强度；Ｈ为磁场强度；σ为介质
的电导率；μ为介质的磁导率；ε为介质的介电
常数；ρｆ为自由电荷密度函数

［７－８］
。

根据式（５）可以推导出数值模拟的边界条
件，结合边界条件可以实现三维数值模拟。在地

球物理正演中，一般得不到模型的解析解，所以

数值模拟方法成为 ＭＴ中求解麦克斯韦方程的
方案。本文主要介绍目前应用较为广泛的 ４种
三维正演方法：积分方程法（ＩｎｔｅｇｒａｌＥｑｕａｔｉｏｎ
Ｍｅｔｈｏｄ，ＩＥ）［９］、有限差分法 （ＦｉｎｉｔｅＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅ
Ｍｅｔｈｏｄ，ＦＤ）［１０］、有 限 元 法 （ＦｉｎｉｔｅＥｌｅｍｅｎｔ
Ｍｅｔｈｏｄ，ＦＥ）［１１］、边界元法 （ＢｏｕｎｄａｒｙＥｌｅｍｅｎｔ
Ｍｅｔｈｏｄ，ＢＥＭ）。
１１　积分方程法（ＩＥ）
　　积分方程法是基于电磁波传播规律麦克斯
韦方程组推导出关于散射场的积分式

［１２］
，然后

根据并矢格林函数理论积分求解出区域异常总

场，在算法中会遇到奇异值的问题，通常采用二

次剖分算法来解决。如今积分方程法的一、二维

正演模拟是比较成熟的，在三维的积分方程法中

需要解决二次散射电场，可以通过用一个合适的

并矢格林函数和场源电流相乘，最后由求解域的

体积积分可以得到 ＭＴ的三维异常体的积分方
程

［１３］
。相比于有限差分和有限元法来说，积分

方程法是一种相对简单的方法，主要有求解简单

模型、计算速度快、占用计算机的内存少等优点。

积分方程法计算比其他两种数值模拟方法简单，

在解析过程中对于数值模拟的效果较差，对复杂

的地电模型模拟能力不够从而导致 ＩＥ的精度不
高

［１４］
，所以在三维正演中不是首选方法。

１２　有限差分法（ＦＤ）
　　Ｙｅｅ最早成功运用了交叉网格有限差分方
法来数值求解麦克斯韦方程

［１５］
，有限差分法相

比其他几种时域方法来说，是应用最广泛的。其

基本原理是：将求解区域进行三维均匀剖分为

Ｍ＝Ｎｘ×Ｎｙ×Ｎｚ的矩形网格内的有限差分对应的

近似值
［１６］
，用有限个节点的电场值代替连续区

域的电场值，然后用任意一个体积元进行积分，

再用 Ｇａｕｓｓ公式把体积分变成面积分，然后对空
间和时间的偏导数进行近似替代，从而求出差分

格式，得到离散的差分格式，利用线性方程组去

代替微分方程，最后求解这个线性方程组就可以

得到求解区域里各节点的值
［１７］
。然而在解决实

际问题时，需要解决的都是有限区域的问题，那

就要研究求解域的边界条件，才能完全求解线性

方程组，但是边界条件是复杂、稀疏且对称的矩

阵。在诸多学者的努力和计算机不断的发展下，

衍生出了一些改进的有限差分法，如交替隐式时

域 有 限 差 分 法 （ＡｌｔｅｒｎａｔｉｎｇＤｉｒｅｃｔｉｏｎｉｍｐｌｉｃｉｔ
ＦｉｎｉｔｅＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅ Ｔｉｍｅｄｏｍａｉｎ Ｍｅｔｈｏｄ， ＡＤＩ—
ＦＤＴＤ）、有 限 体 积 法 （ＦｉｎｉｔｅＶｏｌｕｍｅＭｅｔｈｏｄ，
ＦＶ）、高 阶 有 限 差 分 法 （ＨｉｇｈｏｒｄｅｒＦｉｎｉｔｅ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅＭｅｔｈｏｄ）等［１８］

。也有学者把这种方法

拓展应用于各向同性介质时域瞬变电磁场的模

拟
［１９］
。

１３　有限元法（ＦＥ）

　　有限元法正演模拟的提出［２０－２１］
，有效地解

决了有限元实质性地球物理边值问题，其核心算

法是变分原理和加权余量法。要想实现有限元

的正演模拟，核心步骤是解决病态矩阵
［２２］
，这需

要把计算区域离散分割成有限个相互连接的微

小单元，用每个单元内的形函数来描述单元内场

的变化，计算区域形函数可以近似等价于每个微

小单元的形函数合成的总函数，相当于把该计算

区域的解看成所有微小单元的近似数值解
［２３］
。
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然而，目前正演模拟大部分是基于高精度、计算

速度快的计算机算法来实现，经典的有限元法正

演模拟达不到这样的效果。在国内外诸多学者

的不断探索下，三维有限元法正演模拟的研究和

改进促进了 ＭＴ有限元法正演数值模拟的快速
发展。在网格剖分方面，从简单的剖分到三角单

元和三角－矩形综合剖分的发展，很大程度上提
高了运算速度和精度

［２４］
。在有限元法基础上还

发展了节点有限元法和矢量有限元法，在一定程

度上填补了经典有限元法内存大、运算慢和精度

低的短板。

１４　边界元法（ＢＥＭ）
　　边界元法是英国南安普顿大学 Ｃ．Ａ．Ｂｒｅｂｂｉａ
教授在 １９７８年提出的，并且首次在土木工程领
域中成功应用，但是在地球物理勘探正演中较早

运用该方法的是 Ｍ．Ｏｋａｂｅ［２５］和徐世浙［２６－２７］
。边

界元法在研究区边界上进行单元剖分，这样可以

让求解区域的维数下降，最终使求解的代数方程

组的未知数减少很多，这个优势可以在大地电磁

中遇到的三维正演问题求解中得到很好运用。

利用边界元法解决地球物理正演的基本路线是：

第一步给出边值问题中的偏微分方程、边界条件

及初始条件；第二步利用 Ｇａｕｓｓ公式把区域型偏
微分方程以及相关的边界条件转换成边界型的

偏微分方程，把求解区域的边界进行剖分成有限

个单元，在每个单元上进行相关的函数插值，对

每个剖分单元进行积分并且相加，这样就把边界

积分方程离散化为线性方程组；第三步求解这

个线性方程组，得到各节点的函数值。利用边界

元法解决正演问题时难度在于要首先知道求解

区域边界的位置，才能进行正演模拟，所以在解

决地球物理勘探资料的三维反演中是比较困难

的。

１５　不同三维正演方法对比

　　表 １为上述的 ４种 ＭＴ三维正演方法优缺
点对比表，可以看出，４种正演方法各有其特点：
积分方程法具有计算速度快的优点，但该方法只

适用于一些规则体的快速响应模拟；有限差分

法具有实现简单、计算速度较快的优点，但其对

复杂模型的模拟适应性较差；有限元法具有模

拟复杂模型响应场的优势，但该方法具有计算速

度慢、占用计算内存资源大的局限；边界元法能

使在求解线性代数方程组的未知数减少，但是在

运用时首先得确定边界的位置才能进行正演。

表 １　正演方法优缺点对比

Ｔａｂ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆａｄｖａｎｔａｇｅｓａｎｄｄｉｓａｄｖａｎｔａｇｅｓ

ｏｆｆｏｒｗａｒｄｍｏｄｅｌｉｎｇｍｅｔｈｏｄ

方法类型 优点 缺点

积分方程法
计算速度快、效率高，

节省时间和内存

精度低，不适合复杂

模型

有限差分法
方法简单，计算速度

快

必须 剖 分 成 规 则 网

格，在不规则或者复

杂模型时会影响精度

有限元法
对复杂地质条件模拟

能力强，精度高

数据储存大，运算速

度慢

边界元法

边界上剖分单元让维

数下降，使代数方程

的元减少

必须事先知道边界位

置

２　大地电磁三维反演方法及其对比

　　地球物理反演法是以探索一种具有地球物
理模型特征的观测数据为目的的手段，通过对实

测的电磁信息响应或通过对数理知识问题的研

究以及有关的数理计算，得出与此相对应的地电

模型。大地电磁三维反演过程，等价于通过最优

化算法寻找目标函数 Φ的极小值：

Φ＝Φｄ＋λΦｍ （６）
式中，Φｄ是数据残差项；Φｍ 是模型约束项；λ
是正则化因子，λ的作用是平衡数据拟合和模型
光滑度，合理的选择正则化因子 λ可以保证 Φｄ
和 Φｍ在 Φ中不过度拟合。

反演方法的种类有很多，根据不同的分类依

据可以分为不同的种类，见表 ２。
根据近年的发展趋势，ＭＴ反演在实际勘探

中应用广泛。本文主要介绍高斯 －牛顿法
（ＧａｕｓｓＮｅｗｔｏｎＭｅｔｈｏｄ，ＧＮ）［２８］、共 轭梯度法
（ＣｏｎｊｕｇａｔｅＧｒａｄｉｅｎｔＭｅｔｈｏｄ，ＣＧ）［２９］、非线性共
轭梯度法（ＮｏｎｌｉｎｅａｒＣｏｎｊｕｇａｔｅＧｒａｄｉｅｎｔＭｅｔｈｏｄ，
ＮＬＣＧ）［３０］、奥克姆法（Ｏｃｃａｍ）［３１］与拟牛顿法
（ＱｕａｓｉＮｅｗｔｏｎＭｅｔｈｏｄ，ＱＮ）［３２］这 ５种常用的反
演方法。

２１　高斯－牛顿法（ＧＮ）
　　高斯－牛顿法是一种迭代反演方法，目标函

·５１·第 １期 王顺吉等：大地电磁测深法三维正反演方法研究综述



表 ２　反演方法分类

Ｔａｂ．２　Ｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎｆｏｒｉｎｖｅｒｓｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓ

序号 分类依据 类别一 类别二 类别三

１ 维度 一维反演 二维反演 三维反演

２ 介质连续性
连续介质

反演

层状介质

反演

非均匀介

质反演

３ 过程是否迭代 直接反演 间接反演 —

４
观测数据与模型

参数的关系
线性反演

非线性反

演
—

５
反演结果与观测

数据的拟合度
近似反演 精确反演 —

数中的正则化因子的优化、Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵和
Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵的计算和储存是关键［３３］

。为了解

决矩阵的内存大导致计算机运行慢的问题，根据

Ｓａｓａｋｉ［３４］对正演模型和反演模型进行的网格剖
分原理，采用抽希反演网格数以减少反演模型参

数个数实现三维反演，如果不恰当地选取网格间

距离，将会导致反演结果产生较大误差。只有在

高斯－牛顿法中充分解决初始模型目标函数的极
小值问题，才能保证迭代是收敛的，要想解决这

个问题可以添加一个阻尼进行计算
［３５］
。经典牛

顿法具有快速的二阶收敛性，但在反演迭代过程

中需要求解大型 Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵，这对于三维反演
来说非常耗时。如果 Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵不是正定矩
阵，牛顿法则无法保证目标函数下降方向的准确

性，高斯－牛顿法由于在反演计算中不需要计算
Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵的二阶，从而简化了反演计算过程。
２２　共轭梯度法（ＣＧ）
　　三维共轭梯度反演法的实现，加快了三维反
演的发展

［３６］
。共轭梯度法是为了解决高斯－牛

顿法对内存需求比较大而提出来求解模型修正

量问题的方法。其基本原理是把共轭性和梯度

法相结合，对于已知点的梯度方向，构建满足梯

度方向的共轭方向，并沿共轭方向进行一维搜

索，以找到目标函数的最小点。可以采用高

斯－牛顿方程的实质，就是根据互换原理把不直
接计算其 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵偏导数值转换成求解雅
可比偏导数矩阵和一个矢量的乘积，以及

Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵的转置和一个矢量的乘积［３７－３９］
。

在反演迭代过程中主要用到两次拟正演计算，正

则化因子在共轭梯度法的目标函数反演时起关

键作用。

２３　非线性共轭梯度法（ＮＬＣＧ）
　　三维非线性共轭梯度法最明显的特征是从
目标函数上求取最小值的时候是沿着共轭梯度

方向进行一维搜索，而在实际运算过程中，则只

要求计算一阶导数并剖分成小计算量单元极小

化处理，这样不仅提高了计算速度还提升了结果

的可靠性
［４０－４１］

。这与共轭梯度法的原理较为相

似，不同的是在共轭方向采用了近似构造的方

法，ＦＲ、ＰＲＰ和 Ｄａｎｉｅｌ等形式是目前常用的构建
公式，这几种形式各有优缺点，在实际情况中

ＰＲＰ的表现最好。ＮＬＣＧ方法避免了 Ｊａｃｏｂｉａｎ
矩阵和 Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵大量复杂的计算问题，使其
反演速度快且能有高精度拟合的效果

［４２］
。同时

基于此方法的三维反演软件诞生，比如 Ｏｒｅｇｏｎ
Ｓｔａｔｅ大学 ＧａｒｙＥｇｂｅｒｔ教授等研发的基于 ＮＬＣＧ
算法的模块化并行反演软件 ＭｏｄＥＭ［２８］，得到了
业内人士的认可。ＮＬＣＧ三维反演结果对初始
模型和正则化因子取值的依赖较大，不如 Ｏｃｃａｍ
反演算法的结果稳定。

２４　奥克姆法（Ｏｃｃａｍ）
　　Ｃｏｎｓｔａｂｌｅ在 １９８７年提出的 Ｏｃｃａｍ反演法，
也叫做最光滑模型反演法

［４３］
，该方法在目标函

数中，拉格朗日乘子的搜索效率对反演运算有着

较大影响；在反演迭代过程中，每迭代一次就会

对拉格朗日乘子搜索一次。采用模型粗糙程度

最小的拉格朗日乘子进行下一步的反演运算，得

到的模型比较光滑，对初始模型没有过多的依

赖，使得 Ｏｃｃａｍ的反演结果相对可靠［４４］
。经过

国内外许多学者不断改进和探索，提出了数据空

间三维 Ｏｃｃａｍ反演运算方法，该算法的灵敏度函
数由原先的模型空间形式计算和存储格式转化

为以数据空间形式计算和存储，这样可以减少其

计算量
［４５－４６］

。但是在数据空间 Ｏｃｃａｍ反演计算
中要保存大型的矩阵，导致三维的大地电磁资料

反演受到了限制。

２５　拟牛顿法（ＱＮ）
　　为了改进在求解 Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵和逆矩阵过程
中，遇到的较大储存空间和运算时间的问题

［４７］
，

Ｗ．Ｃ．Ｄａｖｉｄｏｎ［４８］提出了拟牛顿法。该方法在反
演过程中通过构建简单矩阵来近似 Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵
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的方式来简化运算。在拟牛顿法反演过程中可

添加正则化因子进行约束，为了保证目标函数的

收敛性和反演效率
［４９］
，就要确保线搜索单调，由

于精确的线搜索会导致计算变慢，储存变大，故

在三维反演中目前大多采用非精确线搜索
［５０］
，

基于拟牛顿法发展起来的有限内存拟牛顿法

（Ｌｉｍｉｔｅｄ Ｍｅｍｏｒｙ ＱｕａｓｉＮｅｗｔｏｎ Ｍｅｔｈｏｄ， Ｌ
ＢＦＧＣ）［５１］，保留了牛顿法快速收敛的优点，又弥
补了牛顿法计算量大的缺点，这种方法在拟牛顿

法中是解决大规模三维反演问题最有效的方法

之一
［５２］
。

表 ３　反演方法优缺点对比

Ｔａｂ．３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆａｄｖａｎｔａｇｅｓａｎｄｄｉｓａｄｖａｎｔａｇｅｓ

ｏｆｉｎｖｅｒｓｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓ

方法类型 优点 缺点

高斯牛顿法
方法原理及算法实

现较为简单

占用内存大，运算慢，反

演结果受网格剖分影响，

迭代可能不收敛

共轭梯度法

储存数据量小，对目

标函数进行一维搜

索，运算快，反演较

稳定

对正则化因子的选取要

求比较严格

非线性

共轭梯度法

目标函数进行一维

搜索，计算快，反演

较稳定

对初值模型和正则化因

子取值的依赖比较大

奥克姆法

相比其他几种反演

结果稳定，可转换储

存格式使反演速度

加快

要保存大型矩阵，需要存

储量大

拟牛顿法
运算简单，运算快，

存储小，快速收敛
单调搜索

２６　不同三维反演方法对比
　　当前主流的 ５种 ＭＴ三维反演方法优缺点
对比见表 ３，可以看出，５种方法特点各异。高
斯牛顿法具有方法原理较为简单的优点，但该方

法占用内存大、运行速度慢，某些情况下会出现

迭代不收敛的问题；共轭梯度法和非线性共轭

梯度法由于不需要直接求解反演中的雅可比矩

阵，相对于高斯牛顿法，具有数据存储量小、计算

快的优势，但其对正则化因子的选取要求比较

高，同时初始模型对反演结果影响很大；奥克姆

方法的最大优点是反演过程稳定，基本不会出现

反演迭代不收敛的现象，但该方法由于需要存储

反演中的大型矩阵，占用计算内存大；拟牛顿法

是在高斯牛顿法基础上发展而成的近似牛顿法，

由于该方法不需要直接求取反演方程中的海塞

矩阵，只需计算海塞矩阵的近似，具有计算速度

快、占用内存小的优点，但由于其在线性搜索过

程中，受限于单调搜索方式，可能会导致反演不

收敛的问题。

３　结论

　　经过国内外学者对 ＭＴ三维正反演理论和

方法的持续研究和改进，近十年来，三维正反演

方法技术取得了巨大的进步，并取得了大量的成

果，但各种三维正反演方法都存在其各自的优势

和局限性。基于本文对当前主流 ＭＴ三维正反

演方法技术的现状分析，并结合地球物理勘探领

域的需求前景，得出以下几点认识：

（１）随着对地下精细结构的刻画和地球物

理成像效率的要求越来越高，ＭＴ三维正反演方

法技术既要计算精度高，还需兼顾运算速度快。

（２）在复杂结构的大地电磁场响应模拟的

正演方法选取方面，三维有限元法相比于有限差

分法和积分方程法，其对复杂结构具备天然的适

用性，该方法为复杂结构模拟的首选方法。

（３）在 ＭＴ三维反演方面，从反演有效性和

反演计算效率综合考虑，非线性共轭梯度法和拟

牛顿法相比于其他三种反演方法，由于其兼顾了

运行速度和反演稳定性，仍然是今后线性反演中

的主流方法。

（４）随着现代并行计算技术突飞猛进的发

展，将并行计算技术融入 ＭＴ三维正反演算法

中，有望极大地提高三维正反演计算效率。

（５）由于地球物理反演存在多解性，为了减

小反演多解性问题，在条件允许的情况下，建议

开展大地电磁与其他地球物理方法（如地震、重

力等勘探方法）的多参数三维反演，可进一步提

高反演结果的可靠性。
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